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Резюме. Рассматриваются алгоритмы решения матричного уравнения Сильвестра,  

где в первом алгоритме используется ее специфика. Отмечена возможность 

использования в этом алгоритме процедуры символического расчета для повышения 

точности. Во втором алгоритме используются процедуры линейных матричных 

неравенств. На примере проведено сравнение точности этих алгоритмов. 
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1. Введение 

 

Задача разработки алгоритмов решения уравнения Сильвестра: 

CXBAX  .                                                                   (1) 

продолжает привлекать внимание исследователей (см. [6,8,11,13], где есть 

дальнейшие ссылки). В (1) B,A - квадратные матрицы размеров 
nnCA  , 

mmCB  . В рассмотренной в [2] итерационной процедуре нахождения 

решения несимметричного уравнения Риккати (аналогично симметрического 

уравнения Риккати [2-5,10.17,18]) возникает задача (соотношение (2.1)  [7] ) 

построения решения (1), дополненного следующим соотношением: 

GDX  ,                                                                          (2) 

где G,D  – матрицы соответствующих размеров. 

 Ниже рассмотрена задача нахождения решения системы (1), (2). 

 

2.  Уравнение (1).  
 

В [1, 12,14-16] приведено конечное выражение для матрицы X , которая 

удовлетворяет следующему матричному уравнению: 

CXBAX  .                                                                   (3) 

Согласно [12, 16] решение этого уравнения имеет вид  

   1

A11n1n1n )B(PCpCpCX


   ,                                        (4) 
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где )t(PA  – характеристический полином матрицы А 

n1n

1n

1

n

A ptptpt)t(P  

  ,                                                 (5) 

а матрицы nC  определяют так: 





n

1k

1kkn

n CBAC .                                                                 (6) 

Выражение (4) является следствием более общего соотношения, 

полученного в [1,12, 14,15], а именно, если 

n1n

1n

1

n ttt)t(  

                                                         (7) 

есть некоторый полином, то решение уравнения (4) удовлетворяет 

следующему соотношению: 

CCC)B(XX)A( 1n1n1n    .                                             (8) 

Формула (4) получается, если )t(  в (8) выбрать равным )t(PA . 

Если в (8) в качестве полинома )t(  выбрать характеристический полином 

матрицы B : 

m1m

1m

1

m

b qtqtqt)t(P  

  ,                                                          (9) 

то решение (1) будет удовлетворять следующему соотношению: 

CqCqCX)A(P 1m1m1mb    ,                                                              (10) 

Фигурирующие в (10) матрицы )m:1(C   определяются 

соотношениями, аналогичными (6). 

Пополнив (10) соотношением (2), получим систему уравнений, 

определяющих искомую матрицу X : 



















G

C
X

D

)A(P qb
, CqC,qCC 1m1mmq    .                                (11) 

Для решения системы (11) можно использовать различные алгоритмы, в 

частности, процедуру «\» пакета MATLAB. 

 Отметим, что для получения решения в более общем случае (когда 

система состоит из двух пар уравнений (1), (2) (соотношения (3.2) [6])), 

возможно, окажется эффективным алгоритм [5], который был использован 

для нахождения решения системы периодических уравнений Сильвестра. 

 

3. Пример 1.  

 

Фигурирующие в уравнениях (1), (2) матрицы G,D,C,B,A  имеют вид: 
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Полином A7A)A(P 2

b  . Согласно (11) матрица qC  имеет вид: 



















4436

1220

610

Cq . 

Точное решение X  системы (1), (2) при таких исходных данных имеет вид: 



















13

22

31

X . 

В результате решения системы (1), (2) получено решение nX , которому 

соответствует погрешность inf),XX(normer  : 

15106,2er  . 

Отметим, что использованные выше процедуры допускают реализацию 

вычислений с произвольной точностью путем использования пакета Symbolic 

Math Toolbox пакета MATLAB. 

 Далее рассмотрим алгоритм решения уравнений (1), (2), в котором 

используются процедуры линейных матричных неравенств (ЛМН), а именно, 

процедуры LMI toolbox пакета MATLAB [9]. 

 

4. Решение уравнений (1), (2) с использованием процедур LMI toolbox 

пакета MATLAB. 

 

Рассмотрим соответствующие процедуры. 

Как отмечено в [7] (соотношения (2.3), (2.4)), матричное неравенство: 

0
)x(R)x(S

)x(S)x(Q
T









,                                                             (12) 

где матрицы )x(Q)x(Q T , )x(R)x(R T , )x(S  линейно зависят от x , 

эквивалентно следующим матричным неравенствам: 

0)x(R  , 0)x(S)x(R)x(S)x(Q T1  
.                                         (13) 

Рассмотрим следующее ЛМН: 

0
IT

TZ
T









, IZ,ZZ T  .                                                 (14) 

Здесь и далее верхний индекс «Т» означает транспонирование, I  – единичная 

матрица соответствующего размера,   – скаляр. Приняв во внимание (12), 

(13), соотношения (14) можно переписать следующим образом: 

IZ,TTZ T   или 
TTTI  .                                                     (15) 
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Соотношения (15) позволяют рассмотреть следующую стандартную задачу 

ЛМН на собственные значения (п.2.2.2 [5]), а именно, задачу минимизации   

при выполнении условий (15). 

Соотношения (14) можно обобщить в виде следующей системы ЛМН: 

0
IT

TZ
T

i

i









, k,,2,1i  IZ,ZZ T  ,                                       (16) 

которую можно представить в виде, аналогичном (15):  

,TTZ T

ii k,,2,1i   IZ  .                                                     (17) 

Применительно к (17), также можно рассматривать стандартную задачу ЛМН 

на собственные значения и для ее решения использовать процедуру gevp.m 

пакета MATLAB [7]. 

Используем приведенные выше соотношения для нахождения 

решения уравнений (1), (2). Пусть в (16) матрицы 21 T,T  имеют вид: 

 

CXBAXT1  ,                                                           (18) 

GDXT2  .                                                                   (19) 

При необходимости, матрицы G,D  в (19) необходимо дополнить нулевыми 

блоками так, чтобы матрицы 
T

11TT , 
T

22TT  имели бы одинаковый размер (см. 

пример 2). 

Используя процедуру gevp.m пакета MATLAB, найдем минимальное 

значение   (и соответствующее значение X ), при которых выполняются 

соотношения (17). Очевидно, что при достаточно малой величине  , норма 

матриц iT  также будет достаточно мала, т.е. 0T   и, следовательно, 

полученное в результате использования процедуры gevp.m, значение X  

можно рассматривать как полученное с определенной точностью решение 

уравнений (1), (2). В связи с тем, что минимизируется не норма матриц iT , а 

норма матриц 
T

iiTT , можно ожидать снижения точности результата решения 

уравнений (1), (2). 

 

5. Пример 2. 

 

 Исходные данные совпадают с принятыми в примере 1, кроме 

значений матриц D  и G , которые, в соответствии с замечанием, сделанным 

выше, применительно к соотношениям (18), (19), приняты в следующем виде 
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В результате использования процедуры, описанной в п. 4, получена матрица 

X  – решение (1), (2) и значения матриц 21 T,T , которым соответствуют 

следующие нормы погрешностей: 
9

1 103,1T 


 , 

9

2 109,2T 


 , 

9102,7XX 

  . 

Таким образом, точность полученного решения (1),  (2)  в этом примере ниже 

точности, которую обеспечивает алгоритм п.2.  

 

6. Заключение 

 

 Рассмотрены алгоритмы решения уравнения Сильвестра 

дополнительным линейным уравнением. В первом алгоритме используется 

специфика уравнения Сильвестра. Отмечается возможность использования в 

этом алгоритме процедур символьных вычислений для повышения точности 

результата. Во втором алгоритме используются процедуры линейных 

матричных неравенств. На примере проводится сравнение точности этих 

алгоритмов. 
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 Silvester tənliyinin həllinin qurulması haqqında 

 

F.Ə.Əliyev, V.B.Larin 

 

XÜLASƏ 

 
Matris Silvester tənliyinin həllinin qurulması məsələsinə baxılmışdır. Birinci  

alqoritmdə matris Silvester tənliyinin xüsusiyyətlərindən istifadə olunur. Bu alqoritmdə 

dəqiqliyin artırılması üçün simvol hesablamalardan istifadə qeyd olunur. İkinci alqoritmdə 

xətti matris bərabərsizliklər prosedurundan istifadə olunur. Misallar üzərində alqoritmlərin 

dəqiqliyi müqayisə olunur. 

Açar sözlər: Matris Silvester tənliyi, MATLAB paketi, Symbolic Math Toolbox, 

LMI üsulu, SV ayrılışı. 
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About solution of constrained matrix Sylvester equation 
 

F. A. Aliev,  V. B. Larin   

 

ABSTRACT 

 
Algorithms of solving constrained matrix Sylvester equation are viewed. In the 

first algorithm, the specificity of the matrix Sylvester equation is used. It is noted the 

possibility in this algorithm to use the procedures of symbolic calculation for pinch of 

accuracy.  In the second algorithm, the procedures of the linear matrix inequalities are used. 

On the example, the comparison of accuracy of these algorithms is spent. 

Keywords: matrix Sylvester equation, MATLAB package,  Symbolic Math 

Toolbox, LMI method, SV Decomposition. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


